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История алгебры

Слово Алгебра имеет арабское происхождение. Это наука о том, как абстрактным вещам дать буквенные значения.

Высшие животные и маленькие дети воспринимают число и форму.

Геометрия имеет дело с формами, а арифметика с числами.

В первобытных обществах понятие числа было весьма слабо развито и ограничивалось понятием «один, два, много».

Шумеры пользовались лунным календарем и использовали числа: луна – единица, и т.д., что привело к появлению более удобных обозначений. Так, наклонная черта – это единица во многих странах. Совокупности из 5, 10, 20 единиц обозначались специальными знаками. Это аддитивная системы = сумме значений, используемых при записи. В Вавилонии была изобретена 60тиричая система счисления, используемая и поныне.

Многие народы также использовали буквенные обозначения для чисел.

Происхождение нуля неизвестно и по сей день, но доподлинно известно, что современные цифры пришли через западную Индию от арабов.

Использование запятой распространяется только в 18 веке.
Базовые арифметические операции знали еще в Египте.

«Ψ» → «-»

«et» → t
«∞» →1000, aequalis→ae→=

Во времена Евклида буквами обозначали неизвестные величины.

Франсуа Виетт ввел систематическое обозначение буквами величин и является отцом современной алгебры. 
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Декарт расширил и нормализовал систему обозначений + * - / а также последние буквы алфавита и построил аналитическую геометрию.

Эйлер в 18 веке использует вместо записи x3 запись  x*x*x, и только в 19 веке появляется современное написание степени.

Символ функции ввел Бернулли, Σ – Эллер, принадлежность – Беан, включение – Хауссдорф..

Операторы могут связывать несколько операндов, бинарный соединяет два оператора, унарный – один. Терм – выражение спецхарактера – означает базовый объект и операторы.

В начале  существования компьютер работал только с числами, но хорошо было бы, и это тогда прекрасно понимали, если бы компьютер работал и с символами,  и вот почему.
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Такое значение компьютер получает при просто подсчете формулы как числовой формулы, Однако, при символьном анализе формулы, становится очевидной формула [image: image7.png]sin’x + cos?x =1



 , подставляя которую, мы получаем точный ответ равный двум, отличающийся от предыдущего.

Системы аналитических вычислений решают уравнения, дифференцируют, работают с матрицами и многое другое.

Алгебраические алгоритмы отличаются наличием формальных описаний, процедур строго доказательства и корректности.

Важнейшим свойством алгебраического доказательства является вычисление точного, без ошибок.

Существует несколько классов вычислительных систем:

«Радикальные» системы – способны обработать один корректно работающий класс - ряды, многочлены.

«Либеральные» системы – используют наиболее радикальные представления.

«Ортодоксальные» системы – несколько различных типов внутреннего представления выражений и их упрощений.

ALTRAN

MACSYMA

SCRATCHPAD

CAMAL

muMATH79

SYMBAL

FARMAC
REDUCE

TRIGMAN
- примеры систем аналитических вычислений.

Оборудование персональных компьютеров не предназначено для аналитических операций. Исключение составляет советская разработка – «АНАЛИТИК», «МИР-2» и «МИР-32»

REDUCE использовала дистрибутивное полиномиальное представление, создана на диалекте ЛИСПа.

Первая книга по программированию СССР 1956 г. 

Mu Math  - Стаутмайер  => be rive

Mathematica       (Math Link)

Maple                   Вольфрам 

Reduce                   Геддес

Патенты реализаций Maple и Mathematica охватывают большую часть современной математики.  Система аналитических вычислений характерна повышенным требованиям  к системе.  И за счет того, что они интегрируемые , скорость работы снижается. Некоторые системы могут генерировать программу для необходимых вычислений. Современные системы имеют возможность расширять круг обрабатываемых объемов – это могут быть поля и прочее.

Системы 3ого поколения позволяют пользователям описывать собственные новые объекты. Существует большое  число специализируемых систем: 

GAP – о теории групп.

SINGULAR – коммутативная алгебра, алгебраическая геометрия, теория сингулярности.

Cocoa – коммутативная алгебра. 

Albert  –  не ассоциативная алгебра.

CASA  –  алгебраическая геометрия.

Они имеют: интеграцию с системой обработки документов, удобный интерфейс, связь с языками программирования.

Стогний – реализовался на одной из первых машин МЭСМ, алгоритм аналогового дифференцирования.

Смирнова, 1962 г. – «полиномиальный прораб» 

Брумберг – 1966 г. 

ЭВМ «Стрела», 1961 г. – построены методы аналогового дифференцирования.

Ершов – Кабулов, 1964 г.  Хацимский, Маркеев.

Арнольдц  - «математико-экспериментальная дисциплина».

Современные системы компьютерной алгебры   позволяют проводить эксперименты, точно решать задачу для серии входных данных, может помочь сформулировать гипотезу о том, как выглядит решение в общем виде.

С.А.В. для БЭСМ – 6 под руководством Садова и Зуева.

Первым     применением     Рефала   в  компьютерной      алгебре  было   решение В.Ф. Турчиным и др. задач ядерной  физики. И.Б.Щенков разработал  САВ общего назначения SANTRA и позже модифицировал ее. На ее основе им  вместе  с  Ю.Шашковым  была  создана  специальная  прикладная  система DISLAN для построения нестандартных разностных схем. Аналогичные попытки в теории групп были предприняты  И.Б. Щенковым. В.Л. Топунов использовал САВ на Рефале в дифференциальной геометрии.

Л.В. Проворов     в  ЦАГИ    им.  Н.Е.Жуковского      широко    использовал    САВ АЛЬКОР в инженерных приложениях. Городецкий создал САВ для моделирования динамики гироскопических систем . Л.В.Белоус  в  Харькове  с  помощью  Рефала  объединял  несколько различных САВ в единую систему. В  ИП    им.Келдыша  под  руководством  И.Б. Задыхайло  изучались  возможности повышения эффективности  ЭВ с помощью  Рефал - процессора.  Имелось  в  виду,  что  могут  быть  созданы специализированные блоки (или компьютеры в едином комплексе), эффективно  выполняющие  вычисления различного  типа.

Л.К. Эйсмонт проводил  анализ эффективности Рефала  и его аппаратной реализации, в том числе с точки зрения создания САВ. Под руководством В.К.Смирнова  на  ЕС-2635  с  микропрограммированием  был  создан Рефал-процессор ЕС-2702, работающий  с  машинами  ряда  ЕС.  На  нем решались как задачи трансляции, так и задачи Компьютерной алгебры.

 Первоначально РЕФАЛ планировался как метаязык. И действительно, он использовался в работе с языками программирования, для создания транслято-ров,  в  широком  круге  текстовых  задач,  смежных  с  КоАл  в  разной  степени.  В.А. Фисун, А.И. Хорошилов и др. на базе Рефала реализовали языки моделирования   Симула-1,  были   созданы:  комплекс  для     космических тренажеров  ТРИКС, конвертор  Алгол-Фортран  для  физических  пакетов. Создавались   эмуляторы     специальных    компьютеров,     например,  Ю.Ф. Голубевым для бортового компьютера спутника. Под руководством И.Б. Задыхайло и Л.К. Эйсымонта  автоматизировалось  масштабирование  вычислений  бортовой  вычислительной машины для компенсации потери точности из-за вычислений на ней с фиксированной запятой. 

В свое время Н.Н. Яненко и другие считали, что наше отставание в компьютерной  области из-за  слабости элементной  базы может компенсироваться за счет  оригинальной     архитектуры     компьютера,     совершенства     математических алгоритмов  и  реализующих  их  пакетов  программ. На  этом  направлении исследовалась  возможность  создания  высокопроизводительного  параллельного компьютера для прикладных задач, в том числе задач механики и газодинамики. В недавнее время этот теоретический задел был использован при создании отечественных суперкомпьютеров. Технология создания математического  обеспечения,  использующая  Рефал,  была  успешно  использована  при создании программной среды для них. 

 В журнале РАН «Программирование» один номер из 6 посвящается компьютерной алгебре. Ежегодно проводятся семинары по компьютерной алгебре. Существенные результаты получены и в самарском университете Бериовичели  в Красноярске, в Горьком.

В 80-х годах ведущим центром по К.А. стал ОИЯИ. Ефимов разработал систему аналитических вычислений. АУМ, Сириус-Спутник, САВАГ, GRATOS, Алгебра-0 и т.д. – системы аналитических вычислений, созданные в СССР.
MAXIMA. Основы работы
Maxima - еще одна программа для выполнения математических вычислений, символьных преобразований, а также построения разнообразных графиков. Сложные вычисления оформляются в виде отдельных процедур, которые затем могут быть использованы при решении других задач.

% - последний результат

; - вывод на экран

$ - если не требуется вывод на экран

Система Maxima не обращает внимание на регистр введенных символов в именах встроенных констант и функций, однако, регистр  важен при использовании переменных.

% е – основание натурального логарифма

% i – мнимая 1

% Pi – число Пи

x : 2 – присвоение

Функция kill аннулирует присвоенные ранее значения переменных. Параметр all этой функции приводит к удалению значения всех переменных:

kill(x);

kill(all);

Справка о той или иной функции выводится по команде describe(имя функции). При работе в графической оболочке XMaxima, можно воспользоваться пунктом меню help. Процедура example(имя функции) демонстрирует примеры использования функции. 

Работа с выражениями
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При записи математических выражений могут использоваться четыре стандартные арифметрические операции (+, -, *, /) и операция возведения в степень (^, ^^ или **). Приоритет этих операций традиционен, для изменения порядка вычислений следует использовать круглые скобки. Кроме чисел выражения могут содержать результаты вычислений математических функций. Аргументы функций указываются в круглых скобках, например, запись sqrt(5) означает корень квадратный из числа 5. Если в результате расчета получается дробное выражение, то оно и выводится в виде обыкновенной дроби. Иррациональные числа, входящие в выражение, представляются в символьном виде. Аргументы функций указываются в круглых скобках, например, запись sqrt(5) означает корень квадратный из числа 5. Если в результате расчета получается дробное выражение, то оно и выводится в виде обыкновенной дроби. Иррациональные числа, входящие в выражение, представляются в символьном виде. 
Для раскрытия скобок используется функция expand. Команда ev позволит получить численное значение выражения. Ее первый аргумент есть вычисляемое выражение, а второй - опция numer. Напомним, что символ % означает результат предыдущего вычисления. 
Для раскрытия скобок используется функция expand. Команда ev позволит получить численное значение выражения. Ее первый аргумент есть вычисляемое выражение, а второй - опция numer. Напомним, что символ % означает результат предыдущего вычисления. 

Пример:
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Для вывода числа в экспоненциальной форме используется функция bfloat: 

(C6) bfloat(d3);

(D6) 8.201219330881976B1

Количество значащих цифр в представлении числа определяется специальной переменной FPPREC. 

(C8) fpprec:100;

В Maxima доступны прямые и обратные тригонометрические функции: 

sin  cos  tan cot asin  acos atan  acot  sec  csc  log – натуральный логарифм.

Функцию divide можно использовать для нахождения частного и остатка от деления одного многочлена на другой: 

(C5) divide(p1*p2, p1);

(D5) [x - 1, 0]

Функция gcd определяет наибольший общий делитель многочленов, а factor осуществляет разложение многочлена на множители: 

(C6) gcd(x^3-1, x^2-1, x-1);

(D6)                         x - 1

(C7) factor(x^8-1);

(D7) (x - 1) (x + 1) (x  + 1) (x  + 1)

Функция ratsimp выносит за скобки наибольший общий делитель: 

Функция trigexpand использует формулы преобразования сумм двух углов для представления введенного выражения в как можно более простом виде: 

Функция trigreduce преобразует тригонометрическое выражение к сумме элементов, каждый из которых содержит только единственный sin или cos.

Функции realpart и imagpart возвращают действительную и мнимую часть комплексного выражения.

Maxima может решать уравнения и системы алгебраических уравнений с помощью функции solve.

(C1) solve (x^2=1, x);

(D1) [x = - 1, x = 1]

При решении тригонометрических уравнений выдается только одно из бесконечного множества возможных решений: 

(C4) solve(sin(x)-1, x);

 X = pi/2

Если уравнение не имеет решений на множестве действительных чисел, то Maxima ищет решения среди комплексных чисел.

Так же можно строить двумерные и трехмерные графики: 

Plot2d
Plot3d
Операции математического анализа

Diff (функция, переменная, порядок производной) – нахождение производной.

Integrate (функция, переменная) неопределенный интеграл.

Maxima в случае неоднозначного ответа может задавать дополнительные вопросы, как в следующем примере: 

(C10) integrate(x^n,x);

Is  n + 1  zero or nonzero?

Integrate (функция, переменная, пределы)- определенный интеграл

Limit (функция, переменная, пределы) – вычисление предела.
Позиционные и другие системы счисления

Основой для построения компьютерной алгебры является выбор представления полиномов, целых и рациональных чисел произвольной точности, а так же набор алгоритмов базовых операций над соответствующими структурами данных. С любыми числами можно связать 2 атрибута: его значение и запись.

Правила записи чисел называется Системой Счисления.

Символы, используемые для записи чисел, называются цифрами.

Позиционной системой счисления (ПСС) называется такая система счисления, в которой вес вносимых отдельных цифр в значение числа, зависит от её позиции  в записи числа.

Количество чисел, принятых в ПСС, называют основанием системы счисления.

Наиболее распространенные ПСС с основанием 2, 8, 10, 16.

Задача представления чисел в ЭВМ выходит на первый план.

При аналитическом использовании элементы таких множеств, как:

Z – кольцо целых чисел,

Q – поле,

Zn – кольцо вычетов  по модулю,

Объекты этих множеств это алгебраические выражения, которые неоднозначно представляются в памяти ЭВМ.

 Как правило, множество рассматриваемых объектов имеет набор операций, часть из которых могут быть определены не для  всех значений исходного множества.

Пример: в множестве Q  нет деления на 0.

Если же структура данных такова, что в ней есть и другие «особые» элементы, то задача представления данных еще более усложняется.

Пример:

<целое число>::=<натуральное число>|0|<-натуральное число>

<натуральное число>::=<цифра>|<цифры>

<цифра>::=1|2|3|4|5|6|7|8|9

<цифры>::=<цифра>|<цифра 0><цифры> 

<цифра 0>::=<цифра>|0.

Для любых ПСС справедлива следующая связь между записью числа и её значением:

          dA
А = ∑ bi  ki 
          i=0 

где dA – количество цифр, bi – значение цифры на i-ой позиции, k – основание числа.

Существует сокращенная форма записи  целых чисел. Представим себе, что  значения чисел в позиции могут быть как положительны, так и отрицательны. Причем каждая из них может принадлежать диапазону

bi ϵ [-k/2, k/2],  k>2

Представление вещественных чисел. Пример: троичная система с цифрами 0, 1, -1, 2, 1*

(…b3 b2 b1 b0 ,b-1 b-2 b-3 …)=…b3k3 + b2 k2 + b k+ b0 + b-1k-1 + b-2 k-2 + b-3k-3 + … 

«,» - разделительная точка или запятая.

Как мы уже знаем, используя запись с плавающей  точкой, в которой число с d разрядом по основанию k с избытком q, представляется парой чисел 

(e, f); 

 f*ke-q , где f –мантисса (дробное число со знаком), е – целое число.

Условимся что |f| < 1, в этом случае число (e, f) называется нормализованным, если старшая цифра в f отлична от 0.

Чтобы организовать обработку больших чисел, необходимо организовать операции многократной точности. Если операции оной точности в ЭВМ  реализуются однократно, то многократной точности нужно реализовывать программно.

Смешанные системы счисления или позиционные системы счисления со смешанными основаниями

Вид: 

… b3, b2, b1, b0, ; b-1, b-2, b-3 …

                            =…b3с2с1с0 + b2с1с0 + b1с0 + b0 + b-1k-1 + b-1 с-1 + b-2с-1с-2 +…

… с3, с2, с1, с0, ; с-1, с-2, с-3 …

Наиболее распространены СС со смешанными основаниями, в которых используются целые числа > 1, т.е. сi   > 1.

Одна из наиболее важных систем со смешанными основаниями – факториальная

сi  = i + 2

Другая -  для основания сi использует  числа Фибоначчи i-е.

 Модулярное представление чисел основано на китайской теореме об остатках:

Всякое целое число представимо единственным образом в виде набора цифр, являющихся остатками от деления на числа mi, которые попарно взаимно просты.

Основанное на такое системе счисления модулярные алгоритмы широко распространены в системах компьютерной алгебры. Их преимуществом является высокая эффективность выполнения операций сложения, вычитания, умножения и деления.

Для компьютерной алгебры принципиальной важностью  обладают вопросы сложности и эффективности алгоритмов, связанных с представлениями данных. При оценке  сложности арифметических операций следует учитывать как сложность элементарных операций,  так и количество операций для работы над многозначными числами. 

Сложность умножения и деления связана с тем, что с ростом длины числа (по записи в системе счисления, т.е. количество цифр). Количество элементарных операций увеличивается по квадратичному закону. 

К тому же то, что мы называем алгоритмом деления многозначных чисел, на самом деле основывается на переборе возможностей очередной цифры частного, и при этом недостаточно просто воспользоваться правилами деления однозначных чисел. При большом основании системы счисления этот способ крайне неэффективен.

Пусть f(n) и g(n) – функции положительного целочисленного аргумента, принимающие положительное значение на всех n.

Говорят, что f(n) = О(g(n)) или f=О(g), если существует такая константа C, что f(n) < Cg(n).

Например:        2n2+3n-3=О(n2)

В общей ситуации f и g могут быть рассмотрены как функции нескольких аргументов, основанных на наборах натуральных чисел. 

Предположим, что  существуют два таких числа b и c, что когда nj>b обе функции положительные, то f(n1…nk)<Cg(n1…nk) в этом случае f ограничена функцией g.

Пример:  f(n) – произвольный многочлен с положительным коэффициентом d, тогда можно полагать, что f(n) = О(nd) 

[image: image10.png]



Если ε сколь угодно малое положительное число можно полагать, что log n =  О(n ε). Время необходимое на умножение 2 чисел m и n – это O(log n * log m).

С понимаем О связана классовая задача p и np типа. В случае, если одна оценка алгоритма имеет вид О(nd), где  d – размер исходных данных, то такой алгоритм и относят к классу p. Если функция под О носит экспоненциальный характер О(en), то это говорит о том, что задача относится к классу np. Принципиальным вопросом остается вопрос о том, равны ли классы p и np?

Есть класс np – полных задач, это те к которым можно свести все задачи из np-трудных. Современные алгоритмы криптографии имеют сложность класса np.

Задача:  В римской нумерации для записи чисел используются следующие символы: I — единица, V — пять, X — десять, L — пятьдесят, C — сто, D — пятьсот, M — тысяча. Символ считается отрицательным, если правее него найдется символ большего числа, и положительным в противном случае. Например, число 1948 в этой системе запишет ся так: MCMXLVIII. Сформулировать алгоритм перевода числа из римской записи в десятичную и обратно. Реализовать полученный алгоритм на одном из алгоритмических языков (например, C). Ограничения на исходные данные: 1 [image: image11.png]


N < 3700, в записи результата ни один символ не должен появляться больше 3 раз. 

Сформулировать алгоритм и написать программу сложения натуральных чисел в римской нумерации. 

Числа со смешанными основаниями можно складывать и вычитать, используя обобщения для алгоритмов сложения и вычитания, необходимо чтобы они были только в одной системе счисления.

Алгоритм перевода числа из 10-й системы счисления в k-ичную:

Дано: A—натуральное число в десятичной системе счисления

   k > 1—натуральное число

Надо: A—запись числа A в k-ичной системе счисления

Начало

i := 0

цикл пока A > 0

   bi := A (mod k)

   A := [A/k]

   i := i + 1

конец цикла
dA := i - 1

Конец 

Обратно:

Дано: k > 1—натуральное число

   последовательность цифр, представляющих число A

   в k-ичной системе

Надо: A—запись числа A в десятичной системе счисления

Начало

A := 0

цикл пока не конец последовательности

   b := очередной элемент последовательности

   A := A * k + b

конец цикла

Конец

Алгоритмы сложения и вычитания целых чисел произвольной точности

Сложение не отрицательных чисел произвольной точности:

Дано: 2 числа по основанию k.

1-е слагаемое: U1, U2, ​​​U3 …Un
2-е слагаемое: V1, V2, V3…Vp
Результат: сумма

Начало: 

j:=n
q:=0; текущий перенос

цикл пока j > 0;

Wj := (Uj + Vj + q) mod k;

q := [(Uj – Vj + q)/k] ;

j := j -1;

Конец цикла;

W0 := q;

Конец.
Древние нумерации

Цифра – это письменный знак, использующийся для записи чисел.

Древнегреческая нумерация:

1   2      3     4      5     6       7         8         9      10

I    II    III   IIII    Г    ГI      ГII     ГIII    ГIIII    Δ

100    1000     10000

H         X            M
50    500

ГΔ      ГX
256 = HH ГΔ ГI
Ионийская нумерация:
1 2 3 4 5 6 7 8 9

α β γ δ  ε  ζ  ξ η ϑ

10    20   30   40   50   60   70   80   90   100  200  300  400  500  600  700  800  900

Ι        χ      λ     μ     ϑ      ξ     ο      π     ς       ϲ       σ      τ      υ       φ      χ       ψ     ω      ϧ

1000 = ΄α

2000 = ΄β

Такую нумерацию имели арабы, евреи и пр.

Южные и восточные славянские народы пользовались алфавитной нумерацией. При этом у одних славянских народов числовые значения букв, использовавшихся в количестве цифр для записи чисел, устанавливались в порядке славянского алфавита, а у других, например, древнерусских, роль цифр играли только буквы, имеющиеся в греческом алфавите. Над буквой ставился следующий значок числа. При этом численные значения букв  возрастали в том же порядке, в каком следовали буквы в греческом алфавите.

В России славянская нумерация сохранилась до 17в. Древнеармянская  и древнегрузинская нумерация были алфавитными, но у них в алфавите было гораздо больше букв, чем в греческом. Это позволяло ввести особые обозначения для чисел 1000, 2000, 3000, 4000, 5000,  6000, 7000, 8000, 9000. 

Численные значения букв соответствовали порядку следствия в алфавите. В Армении алфавитная нумерация до сих пор употребляется в книгах. В Грузии вышла из употребления. 

Вавилонская система.

В древнем Вавилоне за 40 в. до н.э. создалась позиционная нумерация, но она была с основанием 60. Наряду с 60-ой системой пользовались и десятичной, но она была непозиционной.

Шестидесятеричная система возникла позднее десятичной системы. До сих пор неизвестно, как и когда у них возникла шестидесятеричная система. Она не получила распространения в вавилоновском царстве, но шестидесятеричные дроби проникли дальше за его пределы, и широко использовались, особенно в астрономии до начала 17 в. Сохраняются и поныне деления  углового и дугового градуса, а так же часа на 60 минут и минуты на 60 секунд.
В различных областях Индии существовали различные системы нумерации и, одна из них в настоящее время является общепринятой. Первоначально знаками обозначались 1-9 10-90 100, 1000. С их помощью записывались числа. Затем введен знак «°» для обозначения нужного разряда.
В середине 8 в. Н. э. позиционная система счисления получила широкое распространение. Решающую роль в распространении индийской нумерации сыграло руководство, составленное Мухаммедом Аль-Хази. Оно было переведено на латинский язык в Европе в 12 в. Нумерация в Европе установилась     в 16 в. 

Пример:  RSA в качестве ключа использует произведение двух больших чисел. Сложность заключается в разложении числа N на множители.

НОД. Алгоритм определения.

Пусть R коммутативное число с единицей  a, b ϵ R. 

a делим на b a | b? если существует с, что b = a*c, если такого элемента не существует, то a не делится b. 

Замечание: определение делимости зависит от кольца

 2 | 3   Q
2 X 3  Z
Ненулевой элемент a ϵ R: a*b = 0, для b ≠ 0 называется делением нуля кольца R, а элемент ɛ ϵ R: ɛ | 1 называется обратным или делителем единицы или единицы кольца R.

Коммутативное кольцо с единицей и без делителей a  называется областью целостности или областью.

Пусть  R – коммутативное кольцо с единицей, a ϵ R называется неприводимым, если из представления a = b*c следует что хотя бы одни из элементов b или c обратимы в R.

Пусть R – коммутативное кольцо с единицей. Идеал I ϵ R называется простым, если из того что b*c ϵ R следует что хотя бы один из элементов b или c лежит в I.

Будем говорить что идеал I порожден элементами b1 … bn : I = (b1 … bn) если все они принадлежат I и при этом для любого bi ϵ I могут быть представлены как сумма  bi = [image: image13.png]Yn.c*b



 ,  ci ϵ R.

Идеал I называется главным если он порожден неким единичным элементом I = (b), b ϵ I.

Соответственно кольцо R называется кольцом главных идеалов, если любой идеал кольца R является главным.

Идеал I называется главным, если I = (b) для некоторого элемента b∈I. Кольцо R называется кольцом главных идеалов, если любой идеал кольца R является главным.

Элементы a и b кольца R называются ассоциированными, если a = ε ·b, где ε — единица (обратимый элемент) кольца R.

Кольцо R называется факториальным или кольцом с однозначным разложением на множители, если любой элемент a∈R можно представить в виде a = ε * p1 ... pn, где ε — единица, а pi — неприводимые, причем если a = ε1 * q1 ... qm — другое такое разложение, то m = n и для любого индекса i существует индекс j, такой, что pi ассоциировано с qj .

ЛЕММА. Пусть R — область главных идеалов. Если элемент a∈R допускает разложение на неприводимые множители, то это разложение однозначно в смысле предыдущего определения.

Пусть R — коммутативное кольцо с единицей, a, b ∈R. Элемент d ∈R называется наибольшим общим делителем элементов a и b, если d | a, d | b и для любого другого элемента d', такого, что d' | a и d' | b выполняется соотношение d' | d.

Показать, что в кольце Z для любых целых чисел a и b, не равных одновременно нулю, существует наибольшее целое число, которое делит a и b, и это число является наибольших общим делителем чисел a и b в смысле определения 5.15. Показать, что определение 5.15 в кольце Z определяет НОД(a, b) неоднозначно.

Алгебраические числа

Алгебраическим числом 
[image: image14.wmf]a

 называется число, которое является корнем многочлена от одной переменной с целыми коэффициентами, если старший коэффициент этого многочлена равен 1. Соответствующее алгебраическое число называется целым. 
Теорема: Существуют алгебраические числа, не выражающиеся через радикалы.

Доказательство основано на теории Галуа и может быть найдено в учебнике по алгебре.

Следствие: таким образом, в поле алгебраических чисел можно выделить подполя алгебраических чисел, порожденные простыми радикалами (простые радикальные расширения), вложенными радикалами, а также соответствующие подкольца в кольце целых алгебраических чисел.

Упражнение 1: Показать, что 
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есть целые алгебраические числа. 
Показать, что алгебраическое число образует кольцо (поле)

Представление алгебраических чисел имеет существенную трудность. Если речь идет об одном алгебраическом числе, то для его задания необходим многочлен. 

В большинстве алгебраических заданий не существует разница между различными корнями одного полинома. Однако в заданиях, где имеются математические свойства иногда приходится при задании алгебраического числа указать не только многочлен, но и интервал на вещественной оси или области в пространстве, содержащий единственный корень указанного многочлена. При этом арифметические операции над алгебраическими числами оказываются крайне трудными.
Нахождение минимального  для суммы 2-х алгебраических чисел представляет собой непрерывную задачу, требующую исполнения базисов Гребнера.

Нахождение единственного представления в более точной формулировке.

Пусть Т - класс лингвистических объектов, например термов, в языке первого порядка, ограниченных классов логических формул или ограниченных классов программ и пусть [image: image17.png]


 означает отношение эквивалентности на классе Т, например функционированное равенство, аксиоматически производственное равенство, истинностное значение в некоторой аксиоматической модели, равенство по модулю идеала и т.д. Задача построения менее сложного объекта состоит в нахождении эффективной процедуры: 
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 t  (SE) и (SS)       S(t) 
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 - некоторое отношение упрощения, например, S короче t. Для записи S в памяти ЭВМ требуется меньше памяти, чем для t. S численно более устойчиво, чем t. S более понятно, чем t, и т.д.
Задача вычисления единого представления эквивалентных объектов, иначе называется задачей канонического упрощения. Она состоит в нахождении эффективной процедуры 
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S – канонизация
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, справедлив, что (SE) S(t) [image: image26.png]
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S(s)=S(t), т.е. S указывает единственного представителя в каждом классе эквивалентности, а S(t) называется каноническим видом объекта t. 

Пример:

Преобразование арифметических выражений к полиноминальному виду:
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Указание второго типа задач не являются полностью независимыми. Последовательное итеративное уменьшение размера выраженной в некоторой мере простоты, может иногда привести к канонизации или, по крайней мере, дать идею построения канонизации.
Обратно, канонизация определяет упрощение: можно сказать, что канонический вид объекта проще, чем сам объект. С другой стороны прагматические процедуры, в интуитивном смысле упрощающие выражение, могут приводить к различным упрощенным видам для двух эквивалентных выражений. И обратно: канонические виды простых выражений могут быть достаточно «сложными».
Пример:
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Будем рассматривать исключительно упрощение термов в языке первого порядка (упрощение алгебраических выражений)

Для понимания задач канонического упрощения необходим анализ использованного понятия эквивалентности.

Эти два объекта из примера лингвистически нетождественны. Однако, они эквивалентны как [image: image34.png]


 один и тот же полином в кольце действительных чисел.

Выражение 
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 не является функционально эквивалентным над кольцом различных чисел. Достаточно рассмотреть их значения в x=
[image: image36.wmf]1

±

. Тем не менее, эти выражения определяют один и тот же полином в классе Q и являются эквивалентными как мероморфные функции. 
Ещё одним полиномом эквивалентности может быть равенство по модулю идеала.

Пример:

Рассмотрим сигналы:

1. Append (Null, x) = x
2. Append (Cons (x,y),z) = Cons (x, Append (y,z))

Опираясь на них можно вывести следующее равенство:

Append (Cons (A, Cons (B, Null), Cons (C, Null)) = Cons (A, Cons (B, Cons (C, Null))

С помощью только исчисления равенств, поэтому оно справедливо во всех моделях аксиом.
В этом смысле эти выражения слева и справа можно назвать эквивалентными. С другой стороны, равенство: Append (x, Append (y,z)) = Append (Append (x,y),z) невозможно вывести из заданных аксиом.
Необходим дополнительный принцип индукции, хотя это равенство выполнено во всех моделях, интегральных с вычислительной точки зрения. Т.о. эти два выражения эквивалентны в другом смысле, отличном от предыдущего.

Для компьютерной алгебры основной задачей является построение канонизации, поскольку она тесно связана с задачей эффективного вычисления операций («вычисления») в фактор-области по модулю эквивалентности, и с задачей эффективного распознавания эквивалентностей.
В самом деле, эффективная канонизация непосредственно дает алгоритм для рассмотрения эквивалентности и для вычислений в фактор-структуре по модулю эквивалентности.

Обратно, процедура распознавания эквивалентности гарантирует существование эффективной (хотя не гарантированной эффективности в прямом смысле) канонизации.

Теорема о каноническом упрощении и распознавании эквивалентности.
Пусть Т разрешимое множество объектов. И «[image: image37.png]


» означает отношение эквивалентности на Т. Отношение разрешимо тогда и только тогда, когда существует канонизация S для этого отношения эквивалентности.

Пример: Рассмотрим полугруппу с обратными a b c f s b и определенными отношениями as = 
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Задаем канонизацию:

Соответственно 
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- представляет один и тот же элемент подгруппы, так как их канонические виды совпадают.
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    нет.

Доказательство: В силу свойств (SE) и (SC) – вещественно… S[image: image42.png]
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 вычисляется функция

Положим S(s) = g (n), где n – наименьшее натуральное число, для которого результат вычисления таких функций эквивалентен S g(n) [image: image45.png]


S. S – вычислима, когда вычислима функция g.
Легко проверить справедливость свойств (SE) и (SC) для таким образом построенного S.
Теорема о каноническом упрощении и вычислимости.
Пусть Т разрешимое множество объектов, а R вычисления бинарная операция над Т, и [image: image46.png]


  - эквивалентности, является отношением конгруэнтности отношению R.

Допустим, построенная канонизация для S.

Введем множество «канонических представлений» (достаточное множество)

Rep(T) = 
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Тогда алгебраическая система, состоявшая из (Rep(T),
[image: image49.wmf]'
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 изоморфна фактор-системе (T/[image: image50.png]


,R/[image: image51.png]


)
Кроме того, множество Rep(T) разрешимо, а 
[image: image52.wmf]'
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 вычислимо.

Здесь операция R[image: image53.png]
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 обозначает класс эквивалентности соединений t относительно операции [image: image56.png]


.
Эта теорема показывает, что при наличии канонизации, отношение эквивалентности является отношением конгруэнтности относительно некоторой вычисляемой операции, имеется алгоритм для вычисления операции в фактор-структуре.

Замечание1: разумеется, при конкретных примерах возможны более эффективные пути вычисления 
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Замечание 2: при доказательстве теоремы используется то обстоятельство, что равенство 
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определяет изоморфизм двух алгебраических систем. 

Пример: 
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Составляют канонизацию S на T=Q[x,y] для отношения конгруэнтности по модулю идеала i порожденного 
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Rep(T ) будет совпадать с f из Q[x,y], которые не содержат ни одного монома, делящегося на 
[image: image64.wmf]3
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Умножение классов вычетов по модулю i
Можно, например, изоморфно представить в множестве Rep(T) посредством равенства: 
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(xy+1, xy-1)=S((xy+1)(xy-1))=S(
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Замечание: канонизация для отношения эквивалентности над данным множителем выражений не всегда возможна. Это обстоятельство с учетом того, что пользователи реальных систем стремятся применять интуитивные и частные критерии упрощения, служит теоретической предпосылкой рассмотрения неканонических упрощений. Было доказано, что для некоторых достаточно простых классов выражений задача функциональной эквивалентности неразрешима, следовательно для них нет какой-либо канонизации.
В связи с этим имеет смысл рассматривать понятия, более слабые, чем каноническое упрощение, но опережающие его. Наиболее распространенными являются упрощения: 0 – эквивалентность и регулярное упрощение.
Упрощение типа 0-эквивалентность может быть определено в случае, если содержит элемент, играющий роль нулевого. 

Вычислимое отображение S из  [image: image69.png]


 называется упрощением типа 0-эквивалентность или нормальным упрощением для отношений эквивалентности типа //, если 
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вычисляется (SE)   S(t) [image: image71.png]


t и (SZ)t[image: image72.png]


0
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S(t)=S(0)
Замечание: очевидно, что канонизация является нормальным упрощением.

С другой стороны, если  существуют вычисления определения М на множестве Т: 
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 справедливо (ME) S[image: image75.png]
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M(S,t) [image: image77.png]


0, то наличие нормального упрощения влечет за собой существование канонизации для отношения эквивалентности.

Предположим, что операция М удовлетворяет свойству (МЕ), например М может быть вычитанием, и S является нормальным упрощением для отношения эквивалентности.

Тогда отношение эквивалентности разрешимо, поскольку S[image: image78.png]


t
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S(M(S,t)=S(0)
Существование канонизации вытекает из доказанной выше теоремы о каноническом упрощении и рассмотрении эквивалентности.

Регулярное упрощение гарантирует, что все нерациональные термы отсутствуют. Канонизация разрешимости эквивалентности и другое описание построения, опирается на результаты К. Виннесса, Небауэра, Лоуса и др.
Упрощение лингвистических объектов включает упрощение логарифмических формул и оптимизацию программ. 

Обе эти задачи очень важны для автоматического проектирования и контроля программного обеспечения ЭВМ.

Алгоритмический подход к программам важен с точки зрения их специализации и верификации - проверки,  выполняет ли программа свои функции.

Ещё имеется возможность синтеза программы т.о., что программа гарантированно удовлетворяет заданным условиям.

Важную практическую роль в системах по вычислительной алгебре играют процедуры упрощения алгебраических термов, предназначенные не столько для канонизации, сколько для фактического упрощения выражений относительно различных интуитивных критериев простоты (иными словами, неканонические упрощения)

Принимая во внимание тот факт, что пользователи системы КА в различных системах могут быть заимствованы в упрощении на основе совершенно разных критериев, большинство систем КА содержит разнообразные процедуры упрощения, для одного класса выражений, предоставляя для пользователя выбор.

Некоторые системы позволяют пользователю обучать систему новым правилам упрощения. Значительные результаты в области процедур упрощения, полученные Мозесом, Юном, Стоутмайером, являются  наиболее тщательно рассматриваемым неканоническое упрощение.
Подстановка, механизмом которой проработан Модесом, и синтетическое вхождение Фейтмана являются двумя основными специальными техническими приемами неканонического уравнения выражений. 
Под «подстановкой» понимается двусторонняя процедура:

1) Подстановка вместо переменной в некоторое выражение другого выражения.
2) Распознавание равных подвыражений в сложном выражении посредством поиска вхождений.

Примером применения этой техники служит процедура упрощения СтоутМайера для выражений, содержащих среднюю абсолютной величины и подобные ей. 

Математическое основание и программная реализация общих и специфических процедур упрощения подробно рассматриваются Корсуалозом, Гриссом и др.

Некоторые специфические типы процедур неканонического упрощения представляют собой стандартизацию выражений для получения упрощенного выхода, включая методы Мартина и упрощение в смысле выделения  интервальной информации из выражений, например, информация об ограниченности непрерывности, монотонности, выпуклости: соответствующие процедуры проработаны СтоутМайером.
Термы и алгебры.

Сигнатурой или функцией местности является семейство неотрицательных целых чисел, т.е. отображений a: bef (a) 
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Множество операций отображений а можно назвать множеством функциональных символов, которое будем обозначать F(a)

F(a,n) = 
[image: image83.wmf]}
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 - множество n–арных функциональных символов.

Назовем а – алгеброй такое семейство А с множителем определения F(a) функцией операций на множестве М, что для всех f
[image: image84.wmf]'
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 F(a) функция А(f) является следующим отображением: 
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Функция A(f) является элементом множества M, если a(f)=0.
Множество М называется носителем алгебры А.

В классе всех а – алгебр для каждого множества X существует свободная а-алгебра 
[image: image86.wmf]0
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, порождающаяся множеством X, обладающая следующим свойством: 
X является подмножеством носителя
[image: image87.wmf]0
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. Кроме того, 
[image: image88.wmf]0
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 порождается множеством X, и наконец, для всякой а-алгебры и любого отображения из X в носитель А существует единственный гомоморфизм h: 
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 A , порождающий это отображение. Данное свойство называется свойством универсальности свободных алгебр. С точностью до изоморфизма 
[image: image91.wmf]0
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  определена однозначно.

Пусть X – перечислимое множество, не пересекающееся с F(a). Элементы множества X называются переменными следующих алгебраических термов Term(X,a).

Пример свободной а-алгебры, порожденной множеством X. Носителем алгебры Term(X,a)  является наименьшее множество 
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Здесь 
[image: image95.wmf]n
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 обозначают целостность символов. Кроме того, для каждого функционального символа F, функция Term(X,a)(f), т.е. функция в алгебре термов, обозначающаяся через f, определяется следующим образом:
Term(X,a)(f)(
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носителю (Term(X,a))
Пример:
t = * + xy7  - терм
X = {xy}
F(a) = {*, +, 7}

a(*) = a(+) = 2

a(7) = 0
Чаще используется более удобные для чтения обозначения с побочной операторной записью.

Конкретные представления термов в ЭВМ, например, в виде списков дают другие примеры свободных а-алгебр. Термы из Term(X,a) без переменных, называются постоянными термами над А.

Гомоморфизм

[image: image97.wmf]s
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 Term, удовлетворяющее условию 
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(x)=x  называется подстановкой; если А является а-алгеброй. Присваиванием в А называется производный гомоморфизм 
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называется значение терма t, относительно присвоения 
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. Из-за свойства универсальности множество Term данная подстановка, т.е. присваивание, полностью определено функцией её значений для всех 
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Допустим, что X - перечислимо и занумеровано биективно посредством отображения: x:N
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Пусть А обозначает а-алгебру t
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 таково, что все переменные, принадлежавшие T, создаются в множестве 
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. Описываемая термом t функция Fun(A,n,t) на алгебре А определяется равенством: Fun(A.n.t)(
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 – присваивание, удовлетворяющее условиям: 
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Термы 
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называются функционально эквивалентными над А – тогда и только тогда, когда: Fun (A,n,
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)=Fun(A,n,
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Причем n – таково, что все переменные, входящие в 
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, создаются в множестве 
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- подмножество произведения множеств термов (a,b)
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Е. 
Может анализироваться как левая и правая части «уравнения».
Имеются два обозначения отношения эквивалентности на множестве термов, связанные с множеством Е:
1) S и t систематически равны в теории Е.

2) S и t доказуемо равны в теории Е.

1. если А является а-алгеброй, говорят, что равенство S=t истинно в А (иначе говоря, А – модель для S=t), если выполняется 
[image: image119.wmf])
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Множество всех таких А, в которых истинны все равенства а=b, (a,b)
[image: image120.wmf]Î

 Е называется многообразием Var(a,E) множества Е.

Будем говорить, что имеет место Е F S=t 
[image: image121.wmf]Û

 S=t будет истинным во всех а-алгебрах из многообразия Var(a,E).
2. Это отношение выполнено, если формула S=t может быть выведена за конечное число шагов в следующем исчислении равенств: 

аксиомами являются элементы Е:
a=b
b=a
a=a

a=b, b=c, a=c

a=b, 
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Исчисление равенств является корректным (правильным, непротиворечивым) относительно определенно выше понятия семантического равенства ввиду теоремы Биркгофа.
Теорема Биркгофа:
если S=t семантические в теории Е, то из этого следует, что они доказуемо равны в теории Е и наоборот.

Доказательство: Теорему можно найти в работах. 

Каноническое упрощение полиномов и рациональных выражений.

Пусть Е – множество уравнений, А –а-алгебра из многообразия Var (E). Будем говорить, что семейство всех термов с «константой, обозначающей элементы из А», о последних двух элементах которого может быть доказано из равенств путем использования множества Е и определения операций в алгебре А, «представляет один и тот же Е – полином над «А», точнее алгебра Е полинома над А. 

С множеством переменных X Pol(X,a,A,E) вводится поле а-алгебра, носителем которой является фактор-множество следующего вида: С(
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Где 
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 определяется следующим образом: F(
[image: image128.wmf]'
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)=F(a) UName(A), причем Name(A) называется множеством имен С(A) дизъюнктивно с обоими множествами F(a) и X. Кроме того множества: (Name(A))=(C(A))
Полагаем 
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При этом для термов S,t
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- множество аксиом, являющихся полным описанием операций из а-алгебры А, т.е.
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с – биекция множества Name(A) и C(A)
Пример: пусть А – кольцо целых чисел Z. Е – множество аксиом некоторого коммутативного кольца. 
Тогда, 
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Равенство (3x+1)(2-3x*x)=-9xxx-3xx+6x+2, будет выводимо из E 
[image: image140.wmf]È

Ф(A) в исчислении равенств 
[image: image141.wmf]Þ

 обе части равенства представляют один и тот же Е - полином над А.

Канонизация полиномов.

Пусть Е – это множество аксиом наименьшего кольца с единицей. Р – произведенное наименьшее кольцо с единицей. Известно, что множество всех термов вида: 
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, где 
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 – имена элементов кольца Р и 
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, в совокупности с термом 0 образует систему канонических форм для кольца P[x]
Множество термов вида 
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 образуют с термом 0 систему 
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Ясно, каким образом происходит канонизация S термов: Term(X, 
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Канонизация может быть построена посредством интегрированного применения аксиом из Е и табличных операций 
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 …. систем канонических форм для 
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, часто используется в системах вычислительной алгебры – это рекурсивное представление.

Пример:
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Канонизация рациональных выражений.

Неформально говоря, рациональное выражение над областью целостности R представляет собой выражения, которые строятся из константы и переменных с помощью кольцевых операций и символа деления.

Эквивалентность рациональных выражений нельзя определить, как это было сделано выше. Поскольку особая роль нулевого элемента при делении не может быть сформулирована с помощью некоторой аксиомы исчисления равенств, поэтому рациональные выражения рассматриваются как кольца 
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Итак, задача упрощения состоит в построении S для отношений эквивалентности «[image: image154.png]


» определенного на множестве:


[image: image155.wmf][

]

[

]

{

}

)

0

/

...

(

...

1

1

n

n

x

x

R

x

x

x

R


       
[image: image156.wmf])

(

1

1

g

f

[image: image157.png]



[image: image158.wmf]1

2

2

1

2

3

)

(

g

f

g

f

g

f

=

Û


В случае, когда R – это поле определенное выше, поле частных изоморфно чисто трансцендентному расширению поля.

Заметим, что из отношения r[image: image159.png]
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 не следует функциональная эквивалентность r и 
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.
Например: 
x+1[image: image162.png]
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Тем не менее, можно определить деление функций, как это делается в теории мероморфных функций.
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При x=1      x+1=2


[image: image165.wmf])

(

1

1

g

f

[image: image166.png]



[image: image167.wmf])

(

2

2

g

f

равносильно 
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 соответственно.
А рациональное выражение t, не является частным двух полиномов.
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 упрощается с помощью применения рациональной арифметики к упрощениям частным, появляется в качестве подтермов выражения t.

Пример:

(x-x/xx)/(x+1)
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[image: image172.wmf][
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- факториальное кольцо с единицей, Е вычислении функции: 

G,/,l, удовлетворяющее : G(f,g) – НОД f и g
f/g   f=g
[image: image173.wmf]g
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S(f)=l(f)f, является соотношением эквивалентности f = g. f и g являются ассоциативными элементами, т.е. f=ug – для единицы u. 
Единицей называется элемент, обладающий обратным. 
Задача упрощения может быть решена посредством канонического вида: S((f.g))=(C(f/G(f,g)),C(g(G(f,g))), где C=l(g/S(f,g))
Приведенное решение задачи упрощения рациональных выражений в значительной степени опирается на процедуру вычисления НОД. Поскольку вычисление этой процедуры требует относительно большого множителя, важно избегать лишних обращений к процедуре нахождения НОД в арифметике, основанной на канонических формах. Можно также предложить хранить числитель и знаменатель рациональных выражений в виде произведения или частично в виде произведения, если их множители известны в частных случаях.
Каноническое упрощение выражений с радикалами (корнями)
Неформально говоря, выражение с корнями - это термы, построенные из выражений 
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, констант, символов арифметических операций и знака корня 
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Используется рациональные степени 
[image: image176.wmf]P

S

. При этом выражение S называется подкорневым выражением. Единственным образом вводится следующее модифицированное понятие эквивалентности выражений с корнями: 

S[image: image177.png]


t, иначе говоря, S мероморфно эквивалентно t, если только 
[image: image178.wmf])

/(

)

(

'

'

t

Fun

S

Fun

=

. 
[image: image179.wmf]'

Fun

 определяется так же как Fun выше с тем отличием, что 
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, а «/» - обозначает деление мероморфных функций.
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является мероморфной функцией, удовлетворяющей следующему равенству:

(P)         
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 где 
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 и u взаимно простые натуральные числа, такие что p = u/
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Пусть T – множество термов, построенных из корней 
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. Допустим, что для всех 
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 левая часть уравнения (P) при 
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 неприводима как полином от переменной 
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. Тогда все возможные интерпретации 
[image: image190.wmf]'
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 выражений из T, удовлетворяющих сформулированным условиям, являются дифференциально - изоморфными, иначе говоря, структура поля функций описываемого выражениями из T не зависит от выбора «ветвей» мероморфных функций, определенных посредством равенства (P) и называется регулярным алгебраическим полем описания.
Итак, отношение [image: image191.png]


 на T можно построить с помощью следующей процедуры:
построение алгебраического расширения К, такого, что все термы из T могут быть представлены как число арифметическое из К, т.е. терм, полученный из канонического поля К и символов арифметических функций: 
k=Q (
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2. Вычислить S и t путем выполнения упрощений и эффективного вычисления арифметических операций поля К. Тогда S[image: image193.png]


t равносильно тому, что оба вычисления дают равносильный выход. Конструкция является эффективным средством выполнения арифметических операций K. Тем самым, алгоритм вычислений в К дает процедуру построений для  [image: image194.png]


.
3. Данная канонизация зависит от поля К, построенного на поле первой процедуры. 

В целях фиксации элемента поля К, заданного t  с корнями, необходимо получить условия на связующие подтермы вида 
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представляет специальную интерпретацию терма. Возможны и другие соотношения, дающие иные интерпретации:
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 может иметь значения как 
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 (это соответствует вычислениям в фактор-кольцах кольца Q(x)[y] по модулю неприводимых множителей y-x и y+x полинома 
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Соотношения типа 
[image: image202.wmf]xx

=abs(x) , хотя и желательно в некотором контексте, выводим за рамки, для которых справедлива теорема об изоморфизме.

Алгоритм канонического упрощения выражений с корнями Кевинесса и Фейтмана:
На входе: 
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 – выражения без вложенных корней от 
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Выход: 1) 
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 - минимальные полиномы для алгебраических величин 
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может быть представлены как чисто арифметическое построение термы от элементов поля K= 
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3) 
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, где 
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  - результат вычисления терма 
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 в поле К. При этом 
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 рассматривается как канонические упрощения терма t:
Шаг 1. Построение поля К.

1.1. Присвоить 
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1.2. Преобразовать все 
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 посредством рационального упрощения всех подкоренных выражений и применение правила:
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1.3. Создать множество всех корней от термов 
[image: image217.wmf]i

S
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 , где p и q взаимно простые элементы кольца Z[
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]. Кроме того, q - позитивен, т.е. старший коэффициент элемента К – положителен, а r – положительное рациональное число/

1.4. P положим равным множеству всех полиномиальных подкоренных выражений от 
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, т.е. всех p,q для которых 
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1.5. В положим равным базису множества P, т.е. семейству неприводимых позитивных полиномов из 
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  (базис B для P может быть получен путем разложения всех 
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 на непрерывные множители и последовательного собрания вместе всех непрерывных множителей множителей.

1.6. Если P содержит не позитивный элемент, то добавить -1 к B, и положить равным числу элементов в В.

1.7. Преобразовать все 
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 с помощью следующих правил:
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1.8. Для каждого 
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 определить радикальную степень d(b)
d(b)=НОК (
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- это приведенные рациональные показатели степеней, в которых в входим в 
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1.9. Преобразовать все 
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 посредством выражения всех 
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[image: image236.wmf])

(

1

i

b

d

i

b

 и замены 
[image: image237.wmf])

(

1

i

b

d

i

b

 новыми переменными 
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1.10. Определить минимальные полиномы 
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 положить равными множителю полинома 
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 неприводимому над полем 
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Шаг 2. Определение канонических форм 
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Рационально  упростить все 
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 и вычислить арифметические операции в поле К, т.е. в фактор-кольце кольца Q, K=Q(
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 по модулю полиномов 
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Конец алгоритма.
Каноническое упрощение трансцендентных выражений
Дальнейшее расширение выразительной силы рассматриваемых классов М может привести к классам термов, для которых задача упрощения становится алгоритмически неразрешимой. Примером служит класс термов, порожденных переменной x, констант для рациональных чисел, T, функциональных символов сложения, умножения, деления, abs, для которого задача упрощения относительно функций эквивалентности над полем действительных чисел алгебраически неразрешимое.

Выражения, содержащие символы трансцендентных функций типа exp, log и т.д. называется трансцендентными выражениями.

Класс выражений, построенных из переменных констант для чисел и функциональных знаков exp, log, называется классом элементарных трансцендентных выражений.
Смешанная техника канонического упрощения трансцендентных выражений.
Современное составление теории упрощения трансцендентных выражений подразумевает исполнение 3 базисных групп методов.

1. Специальная техника для относительно ограниченных классов трансцендентных выражений.

2. Вычисления в точке

3. Методы редукции, сводимые вопрос об эквивалентности данного выражения нулю к тому же вопросы для менее сложного выражения. Примерами методов в 1 группе могут служить упрощения типа: 

а) 0 – эквивалентность для «рациональных экспоненциальных выражений», т.е. построенных из рациональных чисел, а также мнимой единицы: П, 
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,+,-,*,/,exp, а также: б) канонизация «экспоненциальных полиномов», т.е. выражений, построенных из рациональных чисел, x, +, -, *, exp.
По существу, эти алгоритмы основаны на систематическом применении известных тождеств для экспонент (exp(x+y)=exp(x)exp(y)) и  использовании тестов для определения линейной или алгоритмической зависимости между подтермами. Доказательство каноничности этих алгоритмов основано на теоретико-числовых гипотезах, которые правдоподобны. Хотя их доказательство представляется исключительно трудно.

Пример:  Гипотеза о том, что если 
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 линейно независимы над полем рациональных чисел, то 
[image: image251.wmf]{

}

Ï

z

e

e

qk

q

,

,

,...,

1

 алгебраически независимы над полем рациональных чисел.

Методы вычисления в точке М используются для проверки функций эквивалентности трансцендентных выражений.
В их основу положена простая идея. Если S не эквивалентно t, где S,t – трансцендентные выражения, то Fun(S-t) имеет самое большое счетное число корней. В то время, как для вещественных чисел оно несчетно. Т.о. для случайно выбранной точки z, равенство Fun(S-t)(z)=0  влечет за собой отношение S [image: image252.png]


t с вероятностью «1». Практически, вследствие ошибок с избытком или с недостатком арифметика с плавающей запятой не является удовлетворительной для выполнения вычислений, необходимых в этой связи.
Предполагаются следующие альтернативы:
Интервальная арифметика, вычисления в конечном поле и вычисления с трансцендентными термами.
Последний метод, хотя и кажется естественным, нельзя применять в общем случае, поскольку очень мало известно об алгебраической зависимости трансцендентных постоянных термов – «проблема констант»

Метод редукции.
В качестве примера общего метода редукции рассмотрим метод Джонсона.

Метод Джонсона применим к любому классу трансцендентных выражений, для последующих может быть определено общее понятие «собственных элементов». Метод предполагает, что задача эквивалентности 0 может быть эффективно решена для некоторых подклассов рассматриваемого класса термов. Поскольку, вообще говоря, в практических примерах это не так, метод Джонсона является алгебраическим только в относительном смысле. 

Пусть R и K, причем  
[image: image253.wmf]R
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- это классы трансцендентных выражений, такие, что фактор-кольцо R/ [image: image254.png]


  является областью целостности и K/ [image: image255.png]


 - поле. 

Пусть
Ф: R
[image: image256.wmf]®

R
E: R
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K
являются вычисляемыми функциями, так что Е определяет собственные значения E(e) для некоторых собственных элементов e
[image: image258.wmf]Î
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 e
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R является собственным элементом по отношению к Ф тогда и только тогда, когда e [image: image260.png]


0 – ложно и кроме того, Ф(e) [image: image261.png]


E(e)e.
Сделаем следующие предположения:
1) Ф(S+t) [image: image262.png]


Ф(S)+Ф(t)
2) Ф(К)
[image: image263.wmf]Í
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3) 
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 обратимо и элементы 
[image: image267.wmf]1

1

-

e

 и 
[image: image268.wmf]2

1

e

e

 тоже собственные

4) отношения t [image: image269.png]


0 разрешимо для t
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0 разрешимо для t
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Ker(Ф)={t
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0}
Из этих предположений можно вывести:

6) Ф(0) [image: image275.png]


0
7) все элементы К являются собственными.
8) Если e – cсобственный элемент и Ф(e) [image: image276.png]


0 ложно, то Ф(e) также является собственным элементом.

Алгоритм:

Вход: собственные значения 
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, эффективно вычисляемого оператора Ф на классе R.

Вопрос: верно ли что S = 
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0?

1 Шаг: если n=1, то неверно, что S[image: image280.png]


0.  Конец

2 Шаг n
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и в силу предположений 1) и 2) - T[image: image282.png]


Ф(
[image: image283.wmf])
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3 Шаг: для T проявляется эквивалентность 0. Если Т[image: image284.png]


0 - ложно, то результат: неверно, что S[image: image285.png]


0. Конец.

Здесь используется свойство, что Ф(0) [image: image286.png]


0.
Проверить, что Т[image: image287.png]


0 можно достаточно эффективно. Если все 
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0, то Т[image: image290.png]


0.
Все 
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b

i

'

. В противном случае, алгоритм применяется к T рекурсивно. Можно заметить, что все элементы 
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0 являются собственными в силу 3) и 7).

4 Шаг: если Т [image: image295.png]


 0, то 
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4.1. Если неверно, что (
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0 ложно. Конец

4.2.  S[image: image301.png]


0. Конец.

В качестве Ф можно взять операцией формального дифференцирования на множестве трансцендентных выражений. Роль К играет множество рациональных выражений. Вычисление собственных значений можно сделать более эффективным путем использования следующих правил:
E(r)=0    E(UV)=E(U)+E(V)

E(U/V)= E(U) – E(V)

E
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, где r рациональное число, U,V –произведение трансцендентных выражений,a S - рациональное выражение.
Наиболее развитым методом упрощения трансцендентных выражений T является метод основанный на структурных теоремах.

На первом шаге строится трансцендентное расширение К поля Q, такое что t можно рассматривать как обозначение некоторого элемента из поля К. Затем упрощается с использованием рациональной арифметики. Процедура расширения поля проводится в соответствии со стандартными теоремами.
Точные системы редукции, критические пары и алгоритмы пополнения.

В классах T лингвистических выражений с отношением эквивалентности зачастую можно естественным образом определить отношение редукции 
[image: image304.wmf]®

, которая показывает, каким образом «можно за 1 шаг перейти от объекта S к менее сложному объекту t. Итерация этой редукции представляет собой канонизацию для отношения эквивалентности.
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 может быть реализовано алгебраически, кроме того, рефлексивное систематическое произведенное замыкание редукции совместно с отношением [image: image306.png]


.
Редукция [image: image307.png]


  в том смысле, что итерация процесса редукции всегда завершается после конечного числа шагов получением нередуцированного далее объекта. Свойство завершения. Различные процессы редукции всегда заканчиваются получением одного и того же нередуцированного конечного объекта.  
Для конкретного отношения редукции доказательство свойства требуют по большей части специальной техники. Проведение свойств единственности может быть алгоритмически вычислена с помощью использования двух идей: локализация и метод применяемых пар.
Конечно пары, не являющиеся полными,  могут быть положительны путем добавления схемы редукции, возможных при анализе применяемых пар. Этот метод пополнения представляет собой 3 основную идею, построения вместе с локализацией и аналитических критериев пар составляет мощную и имеющую обширное применение методологического построения канонизации.

Более формально:

T
[image: image308.wmf]¹

пустому множеству – представление множества лингвистических объектов 
[image: image309.wmf]®
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T*T. В контексте частного изложения произведение … отношение (
[image: image311.wmf]®

), является подмножеством T*T будет называться отношением редукции.
Обратное отношение – транзитивное замыкание, рефлексивно-транзитивное замыкание и рефлексивно-симметрично-транзитивное замыкание отношения 
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 будут обозначаться соответственно через: 
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Если отношение 
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 ясно из константы, то через x обозначается то обстоятельство, что x
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 находящееся в нормальной форме относительно 
[image: image316.wmf]®

, т.е. нет такого y
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, что x
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y. Скажем, что x,y имеют общего последователя и обозначаем что x
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, если для некоторого z выполнено: 
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Отношение 
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 называется нетеровым , или 
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 обладает свойством завершения, если не существует бесконечной цепочки 
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 обозначает отношение эквивалентности на Т и 
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обозначает некоторую ….. редукцию, такую, что 
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Допустим, что задана функция выбора: sel: T
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T, такая, что x
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sel(x) для 
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, построение не находится в нормальной форме.

Рассмотрим вычисляемую функцию S, определенную рекурсивно следующим образом: S(x)=x, если x в нормальной форме, иначе S(x)=S(Set(x)). S называется алгоритмом нормальной формы для 
[image: image331.wmf]®

.
Лемма1.

Алгоритм S является каноническим для 
[image: image332.wmf]*
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 в том и только том случае, если 
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 обладает свойством Черча-Россера, т.е. когда 
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Доказательство: без доказательства.

Лемма2.
Отображение S является канонизацией для 
[image: image336.wmf]*

«

 в том и только том случае, если для 
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   следует совпадение: S(x)=S(y)

Исторически, центральная роль свойства Черча-Россера для канонического упрощения была впервые установлена при разрешении
[image: image339.wmf]l

 исчислений.
Вещественные нули полиномов

Имеется А-полином над Z,Q,Q(α) – вещественные алгебраические числа.

Основная задача – вычисление последовательности непересекающихся интервалов  с разграничными точками, каждая из которых содержит только 1 вещественный 0 полинома А, а один – все нули полинома А. Эта задача является частной по отношению к задаче определения комплексных нулей полинома А последовательностью углов, раствором, меньшим, чем ε. Однако, в компьютерной алгебре алгоритмы решения задач являются точными, поэтому нельзя ставить на одну доску с численными алгоритмами решения похожей, но на самом деле другой задачи. Применение методов решения многочисленно. В компьютерной алгебре определение нулей служит способом представления алгебраических чисел, встречающихся во многих алгоритмах, которые являются основой решения системы полиномиальных уравнений или неравенств на множестве действительных чисел, а также алгоритмов элиминаций кванторов в вещественных или алгебраических замкнутых полях.

α, А(х) – свободный от квадратов. Можно быстро уменьшить интервал /S-r/ путем бисекций и вычисление знака А(х). Кронекер предложил метод отделения вещественных корней от полинома, свободного от квадратов, с целыми коэффициентами.

Sep(A)=1/S, где S – наименьшее положительное целое, удовлетворяющее условиям:

[image: image340.png](- DD > Y 1U.lb, (s~ 1D > ) b
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Bx:A
Выходной список L отделяющий интеграл с рациональными концевыми точками для всех вещественных нулей А.

1) Вычисляем оценку. [image: image345.png]Al

by = 22, d - sep(A),t = [bk/d]




[d – это сепараторы]
2) [image: image347.png]s « sgn A(-td)




[image: image348.png]fork=-t+1





{


[image: image350.png]s « sgn(kd)
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Алгоритм Кронекера имеет экспоненциальную сложность.
Определение действительных корней с помощью дифференцирования

Известен способ получения всех вещественных корней полинома А на основе последовательности производных и следующей теоремы:

Теорема: Между различными нулями дифференциальной вещественной функции находится, по меньшей мере, один нуль ее производной.

Если А – полином без квадратов, и А1 – вещественные нули его производной А’, то каждый из интервалов от (-∞; α1), (α1;α2), (αk-1; αk)( αk;+∞) содержит самое большее 1 вещественный нуль А, который может быть выявлен.

Преимущество данного алгоритма состоит в его индуктивной природе, приводящих к получению списка отделяющих интервалов для каждой из этих производных.

Вход – А – полином с коэффициентом, принадлежащем Z
Выход – L – список отделения нулей

1) Если степень А=0, то выход L = ( )

2) Рекурсия: L’ – это пустой интервал.
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3) Пусть [image: image358.png]Uy,my; .. I, my),k > 0,1,
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4) [image: image360.png][A(a;) = 01]; U Jisr




[image: image361.png]B = HOJ(A, A’ /HOJI(4,A™))




5) [image: image363.png][A(e;) # 0,m — HeyeTHOe]




Интервал I включается в L как сильный отделяющий подинтервал для А с кратностью 1, иначе, если mi –четное, интервал не содержит 0.
6) [image: image365.png]A(a;) # 0,m — nedetHoe, A(b;) = 0,




[image: image366.png](A(a; +e)A'(a; +€) > 0)




7) [image: image368.png][A(a;) # 0,A(b,) # 0)A(a; + £)A(b) <0




8) Построение касательных

[image: image370.png]Ala; + £)A'(a; +€) >0



 - нет нулей

В противном случае [image: image372.png]Aa; +£)A(c) < 0




Если полученное [image: image374.png]


, то и Ii не содержит нулей Ai, так как производная А’ монотонна в Ii. Если же [image: image376.png]A; < B



 то подинтервал, не содержащий [image: image378.png]


 не содержит нулей А и Ii заменяется на другой подинтервал для повторения бисекций и построения касательных, пока не достигнется решение.

Разложение полиномов на множители

Задача разложения полиномов на множители имеет долгую и выдающуюся историю. Кнут прослеживает до первых попыток Ньютона в 1706 году. Шуберт, в свою очередь, в 1783 году открывает алгоритм разложения, который в 1882(!) году переоткрыл Кронекер. Также он дал алгоритм разложения на множители полиномов от 2х и более переменных.

И хотя ранние компьютерные алгебры базировались на Кронекере, современные алгоритмы базируются на новейших достижениях науки.

Весьма впечатляет, что в настоящее время практически любой полином от одной или нескольких переменных до сотой степени, с коэффициентом < 2100 может быть разложен на множители современными алгоритмами за 2-3 минуты машинного времени.

В 1967 году Берлигамп придумал оригинальный алгоритм разложения полинома с целыми коэффициентами. Скорость предопределяется тем, что разложение производится путем предварительного разложения некоторых небольших целых чисел, потом все целые сомножители восстанавливаются способом, подобным использованным в китайской теореме об остатках.

Заметим, что теория полей гласит, что если полином над полем имеет кратные корни, полином и его корень имеют нетривиальных общи числитель, следовательно для нахождения кратных сомножителей существенен процесс отыскания НОД.

Муссер и Ванг получили алгоритм разложения целых полиномов от нескольких переменных. В дальнейшем Ванг усовершенствовал его для многомерного случая.

Классический алгоритм разложения полиномов над модифицированными числовыми полями был модифицирован Крейгером.

Замечание. Полное разложение полинома от одной переменной над полем целых чисел требует разложение общего множителя всех его коэффициентов.

Разложение на множители всех случайных целых чисел представляется значительно более трудным, чем разложение целых полиномов.

Управляющие алгоритмы реального времени

Логическая переменная – переменная, принимающая свое значение из множества {И,Л,Н} – αi
Логическим вектором [image: image380.png]


 называется набор логических переменных. Может представляться в виде [image: image382.png]<W,JI,JLH >



 или, например, [image: image384.png]<(a,=WN),(a; =) ...>




Описанием функциональной задачи будем называть следующую четверку объектов ФЗ = [image: image386.png]< fot,Tol >




[image: image388.png]


 – идентификатор ФЗ

[image: image390.png]


 – время запуска ФЗ

[image: image392.png]


 - длительность ФЗ

[image: image394.png]


 - логический вектор сопоставления ФЗ

Управляющие алгоритмы реального времени на базисе заданных множеств логических переменных и ФЗ будем называть множество описаний ФЗ следующего вида:

[image: image396.png]<fptutl >
VAPB= {< f, t2 72,1, >)
<fotnTul, >



 

Соответствующим базисом ФЗ называется множество следующих пар:

[image: image398.png]&>
Bpz = <f,T:>
<foTi>



 

Примем, что логический вектор строится с использованием всех элементов базиса логических переменных, выстроенных в том или ином порядке.

Управляющие задачи реального времени привязаны к временной шкале и могут быть отображены следующим образом:
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[image: image399.png](ay =U,a, =H,az =)™




fi – идентификатор задачи, [image: image401.png]


 – ее длительность, t - время начала. 

[image: image403.png]<f,,0,100,(4,1,J1) >
< £,,100,20,(, H,JT) >
< f.,540,200, (H,H, 1) >



 

Это НЕ последовательность, многие работы выполняются параллельно

[image: image405.png]< fi,t, 7, () =



 

При нештатной ситуации циклограмма изменит свой вид.

Логический вектор сопоставляется выполнению некоторой ФЗ в определенный момент времени, если задан набор значений логических переменных, при котором ФЗ должна исполниться.

** исполнение ФЗ в t2 = 100 осуществляется, если [image: image407.png]a, =W a; =J1



 и не зависит от [image: image409.png]


.

Это сложный объект у которого несколько измерений.

Если зафиксировать некоторое значение УАРВ, то получим проекцию УАРВ, являющуюся циклограммой для того или иного варианта.

Логические последовательности могут относиться к одному из трех типов:

1) Статическая – не меняется на протяжении исполнения УАРВ.

2) [image: image411.png]


 - может меняться на протяжении исполнения УАРВ - динамическая, и это необходимо учитывать в каждый конкретный момент времени.

3) [image: image413.png]


 - для тех логических переменных, которые меняют свое значение, но учитывать необходимо то значение, которое данная логическая последовательность имела в заданный момент времени t0.
Самый простой случай – когда все переменные, входящие в базис, статические. Тогда количество вариантов исполнения алгоритма минимально, и оно равно [image: image415.png]3n



, где n – количество переменных.

Перейдем к рассмотрению алгебраической системы УАРВ. Это будет многоосновная алгебра. Основа – множество управляющих алгоритмов (множество объектов - четверок)

Множество объектов–векторов, множество моментов времени и прочее.

Отношения на временной оси.
1) Отношение непосредственного следования
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2) Совпадение по началу
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3) Совпадение по концу
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4) И прочие отношения
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Также существует целый перечень доступных операций – операции следования, совмещения по началу, концу, наложения с заданным сдвигом  и следования с заданной паузой.

[image: image427.png]< f,,100,200,(K, 1, JI) >
<f,,120,20,(1, H,/) >



 
[image: image429.png]{f, CHf, coBMeIaeM 10 Ha4any



 

[image: image431.png]< f,,100,200,(K, 1, JI) >
< £,,100,20,(4, H,J1) >}



 

Алгебра позволяет нам конструктивно с применением всех операций на некотором исходном базисе строить новые управляющие алгоритмы.

Можно синтезировать реализации, удовлетворяющие конкретным требованиям, либо решать уравнения на множестве УАРВ, когда некоторые параметры являются неизвестными.

[image: image432.png]
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